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Данная работа представляет собой актуальное исследование в об-
ласти построения динамических моделей повышения эффективности 
работы (рентабельности) предприятия в период освоения производ-
ственных мощностей и действия эффекта затрат по кривой обучения, 
обуславливающий более 50% всех производственных затрат. 

ВВЕДЕНИЕ 
В статье на данных Открытого акционерного общества 

«Челябинский металлургический комбинат» (ОАО «ЧМК»)  
автор показывает, что в период освоения производственных 
мощностей и действия эффекта кривой обучения полная се-
бестоимость продукции описывается дискретной, скачкооб-
разной функцией.  

В связи с этим аналитическое решение задачи классиче-
скими методами затруднительно, однако может быть успешно 
реализовано с помощью аппарата динамического програм-
мирования (метод Беллмана) [2, с. 34]. 

В статье на данных ОАО «ЧМК» за период 2006-2007 гг. раз-
работана динамическая модель расчета объема производства 
литой заготовки металла (эндогенная переменная), при кото-
рой достигается максимальная величина прибыли предприя-
тия, в период освоения производственных мощностей и дей-
ствия эффекта затрат по кривой обучения. В качестве исход-
ных данных использовалась плановые значения объема 

производства литой заготовки металла kQ  (экзогенная пере-

менная) (табл. 1) в период освоения производственных мощ-
ностей машины непрерывного литья заготовки (МНЛЗ), в тече-
ние которого действуют затраты по кривой обучения.  

При математической формализации процесса производ-
ства литой заготовки металла, при котором достигается мак-
симальная величина прибыли предприятия ОАО «ЧМК», в 
период освоения производственных мощностей полная себе-
стоимость продукции принимает вид дискретной, скачкооб-
разной функции, кусочно-непрерывной. Данный вид функции 
полной себестоимости обусловлен видом функции затрат по 
кривой обучения (гипербола, рис. 1), действующей только до 
определенного суммарного значения объема производства, 
условно постоянными расходами (УПР), которые растут «сту-
пенчато» при выходе на определенный объем производства, 
а также фиксированными затратами по кредитам (процент-
ные выплаты).  

В работе автором процесс производства литой заготовки ме-
талла на МНЛЗ характеризуется как управляемая система, со-
стояние которой характеризуется объемом производства 

 
kQ , где в качестве управления может выступать решение об 

увеличении / уменьшении объема производимого металла 

kU  в период k в начале каждого периода. 

Таким образом, при реализации модели по производству ме-
талла на МНЛЗ на этапе освоения производственных мощно-
стей рационально применять методы динамического програм-
мирования с целью моделирования такого объема производи-
мой литой заготовки металла за счет использования резерва 

производственных мощностей, при котором достигается мак-
симальная величина прибыли металлургического предприятия 
ОАО «ЧМК».  

Предлагаемая модель (2.4-2.7) включает затраты при измене-
нии объема производимой литой заготовки металла по сравне-
нию с плановыми показателями, которые описываются функци-

ей дополнительных затрат )U,Q(g kk1k
 в период k+1, харак-

теризующей дополнительные затраты на обслуживание 
кредитов (выплата процентов по кредитам), направленных на 
финансирование дополнительных оборотных средств.  

1. Основные принципы динамического 
программирования 

Смысл подхода, реализуемого в динамическом про-
граммировании, заключен в замене решения исходной 
многомерной задачи последовательностью задач мень-
шей размерности. 

Основные требования к задачам, решаемым в рам-
ках метода динамического программирования: 
 объектом исследования должна служить управляемая 

система (объект) с заданными допустимыми состояниями 
и допустимыми управлениями; 

 решаемая задача интерпретируется как многошаговый 
процесс, каждый шаг которого состоит из принятия реше-
ния о выборе одного из допустимых управлений, приво-
дящих к изменению состояния системы; 

 задача не должна зависеть от количества шагов и быть 
определенной на каждом из них; 

 состояние системы на каждом шаге должно описываться 
одинаковым (по составу) набором параметров; 

 последующее состояние, в котором оказывается система 

после выбора решения на k -м шаге, зависит только от 

данного решения и исходного состояния к началу k -го 
шага. Данное свойство является основным с точки зрения 
идеологии динамического программирования и называет-
ся отсутствием последствия. 

При рассмотрении вопросов динамического програм-
мирования (ДП) в общем виде [2, с. 34] обычно ставится 
задача управления некоторым абстрактным объектом, 
который может пребывать в различных состояниях. Те-
кущее состояние объекта отождествляется с некоторым 

набором параметров, обозначаемых в дальнейшем kQ


 

и именуемый вектором состояния размерностью m*1 . 
Для объекта определен вектор управлений (управляю-

щих воздействий) kU


 размерностью r*1 . Управляю-

щие воздействия осуществляются в дискретные момен-

ты времени  n,1kk   – интервал управления. Планом 

задачи или стратегией управления называется вектор 

 
1n21 q,...,q,qq  , компонентами которого служат 

управления, выбранные на каждом шаге процесса. 
Ввиду предполагаемого отсутствия последствия между 
каждыми двумя последовательными состояниями объ-

екта kQ


 и 1kQ 


 существует известная функциональная 

зависимость, включающая также выбранное управле-

ние:  
kk1k U,QfQ



, N,1k  . 

Таким образом, постановка задачи динамического 
программирования имеет дискретную систему, описы-
ваемую системой из m разностных уравнений первого 
порядка: 

 
kkii U,Q,kf)1k(Q  , (1.1) 

где kQ


 – вектор переменных состояния системы 

размерностью m*1 ; 
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kU


 – вектор управления размерностью r*1 ; 

if  – известные функции;  

k  – номер цикла. 

Заданы также начальное состояние системы )0(Q


 и 

ограничения на управления 
Accessk UU 


. 

Эффективность управления на каждом шаге k  за-

висит от текущего состояния 
kQ


, выбранного управ-

ления 
kU


 и количественно оценивается с помощью 

функции  
kkk U,Qf


, входящей в целевую аддитивную 

функцию    )N(QU,Qf kk

1N

0k
k








, характеризующую 

общую эффективность управления объектом на отрез-

ке N0k  , где  )N(Q


  – терминальная функция.  

Для решения задачи методом ДП составляется 
уравнение Беллмана [5, с. 158] 

      
1k1kkkk

accessUU
kk QU,QfminQ 






   (1.2) 

с краевыми условиями вида:  

)Q()Q,n(


  . (1.3) 

Основное соотношение (4.1.2) позволяет найти 

функции  
kk Q


  только в сочетании с начальным 

условием, каковым в нашем случае является равен-
ство: 

    
kkk

accessUU
kk U,QfminQ




 . 

Далее для каждого шага k  решаются уравнения 

(1.2), определяется  
kk Q


  и находится оптимальный 

вектор управления на k-м шаге, такой, чтобы выпол-

нялось условие: 

)Q(minarg)Q(U k
UOpU

kOp


 


  (1.4) 

при n1k  . 
Т.е. оптимальное управление при заданном краевом 

состоянии )Q()Q,n(


   сводится к выбору такого 

оптимального плана 


Q , при котором достигается мак-

симум / минимум суммы значений  
kk

n

1k
k U,Qf





 на соот-

ветствующей траектории. 

При этом вектор оптимального управления .OpU


 и 

оптимального состояния системы .OpQ


 должны удо-

влетворять уравнениям системы (1.1) и начальным 
условиям, т.е.: 

 
.op.opi.Opi U,Q,kf)1k(Q


 , n1k  , m,1i  ; 

   0Q0Q .Op


 .  (1.5) 

Решение задачи ищется прямым счетом, с конца или 
с начала в зависимости от заданного начального или 
конечного условия, вектор оптимального управления 
определяется по формуле: 

.OpQQ
.Op.Op )Q,k(U)k(U 





 . (1.6) 

Основной принцип динамического программирования 
заключается в том, что на каждом шаге следует стремить-

ся не к изолированной оптимизации функции  
kkk U,Qf


, а 

выбирать оптимальное управление 


kU


 в предположении 

об оптимальности всех последующих шагов. 
Важно еще раз подчеркнуть, что сформулированный 

выше принцип оптимальности применим только для 
управления объектами, у которых выбор оптимального 
управления не зависит от предыстории управляемого 
процесса, т.е. от того, каким путем система пришла в 
текущее состояние. Именно это обстоятельство поз-
воляет осуществить декомпозицию задачи и сделать 
возможным ее практическое применение. 

В то же время, говоря о динамическом программиро-
вании как о методе решения оптимизационных задач, 
необходимо отметить и его слабые стороны. 

В реализованной схеме динамического программиро-
вания заложен тот факт, что система ограничений мо-
жет содержать только одно неравенство, и, как след-
ствие, состояние системы задается одним числом – не-

распределенным ресурсом Q . 

При наличии большего количества ограничений со-
стояние управляемого объекта на каждом шаге харак-

теризуется уже набором параметров 
m21 Q,...,Q,Q , и 

табулировать значения функций  
m21k Q,...,Q,Q  

необходимо для многократно большего количества то-
чек. Последнее обстоятельство делает применение 
метода динамического программирования явно нера-
циональным или даже просто невозможным. 

2. Математическая формализация 
методов динамического 
программирования при построении 
модели максимизации прибыли при 
производстве стальной заготовки 

В модели планирования объема производства (2.4-
2.7), при котором достигается максимальная величина 
прибыли предприятия, последовательно на k-м шаге 
рассматривается принятие решения об увеличении 
или уменьшении объема производимой продукции 

(металлической литой заготовки) на величину kU  (до-

полнительный объем производства), по сравнению с 
плановыми показателями объема производимой про-

дукции kQ  (табл. 1.1). 

Рассматривается проект по включению в общую по-
точную балансовую схему распределения металла на 
металлургическом предприятии ОАО «ЧМК» МНЛЗ, 
имеющей шесть поточных линий, производственную 
мощность которой в первые периоды запуска плани-
руется использовать не на полную мощность.  

Проект по производству литой заготовки металла 
миновал этап опытно-конструкторских работ (ОКР), 
период пусконаладочных работ и вышел на фазу се-
рийного производства. Решается задача увеличения / 
уменьшения степени загрузки поточных линий МНЛЗ в 

каждом из периодов k  n:1k   относительно плано-

вых показателей kQ  объема производства и разливки 

стали на МНЛЗ с целью выхода на такой объем произ-
водства стали, при котором достигается максимальная 
величина прибыли предприятия.  

В каждый период k  n:1k   металлургическое 

предприятие ОАО «ЧМК» характеризуется плановым 
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объемом производства стали 
kQ  (табл. 1.1). Относи-

тельно планового объема производства стали 
kQ  у 

предприятия имеется некоторый резерв производ-
ственных мощностей, который позволяет увеличить / 
уменьшить объем производства стали без какой-либо 

технологической модернизации на величину 
kU  (до-

полнительный объем производимой продукции), что 
обусловлено конъюнктурой рыночного спроса. 

В модели (2.4-2.7) расчет объема производимой ли-

той заготовки металла  *
kk UQ   на шаге k + 1 в тече-

ние планируемого периода времени  n,1k   характе-

ризуется строгой временной последовательностью, и 
поэтому разработанная модель (2.4-2.7) рассматрива-
ется как динамическая система, описываемая раз-

ностным (рекуррентным) уравнением 
kk1k UQQ 

, 

что позволяет применять методы динамического про-
граммирования. 

В разработанной модели (2.4-2.7) рассматривается 
производство объема литой заготовки металла в пе-

риод  n:1k   на предприятии ОАО «ЧМК» kk UQ  , 

при котором происходит снижение затрат за счет, так 
называемого, эффекта затрат по кривой обучения 
(learning curve costs). Поскольку в реализуемом проек-
те по введению в строй МНЛЗ на ОАО «ЧМК» начало 
фазы серийного производства совпадает с первым го-
дом после окончания этапа ОКР, то при освоении до-
полнительных производственных мощностей потребу-
ется набор дополнительного персонала, квалифика-
ция которого в ходе реализации проекта достигнет 
необходимого уровня, при достижении суммарного 
значения объема производства. Соответствующие за-
траты на обучение персонала в ходе реализации про-
екта, которые затрачивает предприятие до достижения 
суммарного значения объема производства, при кото-
ром заканчивается действие эффекта кривой обуче-
ния, трактуются как затраты по кривой обучения 
(рис. 1.1). 

В разработанной модели (2.4-2.7) планирования объе-
ма производства литой заготовки металла, при котором 
достигается максимальная величина прибыли предприя-
тия ОАО «ЧМК», сделаны следующие допущения: 
 действие эффекта кривой обучения заканчивается за 

пределами периода планирования оптимального объема 
производства, в противном случае нарушается главный 
принцип задачи динамического программирования – об-
щее оптимальное решение является суммой оптималь-
ных решений каждого шага (полученный результат для 
одного шага вводится в уравнение для следующего ша-
га); в противном случае будущие результаты (объем про-
изводства) не будут зависеть от предыстории того состо-
яния системы, при котором принимается решение, по-
скольку при расчете действия эффекта кривой обучения 
учитывается суммарный объем продукции, произведен-
ный в предыдущие периоды; 

 условно постоянные расходы (УПР) не зависят от объема 
производимой продукции, хотя на практике они носят не-
который ступенчатый характер, т.е. при увеличении объ-
ема производства изменяются скачкообразно; 

 предприятие ОАО «ЧМК» не обладает свободными соб-
ственными оборотными средствами в достаточной степени 
и прибегает к привлечению краткосрочных кредитов 
(овердрафтов) при увеличении объема производства выше 
планового показателя для пополнения оборотных средств 
на величину затрат в незавершенном производстве (НЗП). 

Таким образом, при увеличении объема производ-
ства выше планового показателя предприятие ОАО 
«ЧМК» несет процентные затраты по краткосрочным 
кредитам (овердрафтам), а при снижении объема про-
изводства ниже планового показателя предприятие 
размещает на депозите дополнительные наличные 
средства, получаемые за счет высвобождения оборот-
ных средств. Предполагается также, что предприятию 
предоставляется кредитная линия для пополнения 
оборотных средств путем привлечения овердрафтов. 

В динамике удельные затраты по труду по мере 
освоения производственных мощностей уменьшаются. 
Это связано с так называемым эффектом кривой обу-
чения (learning curve), которая отражает эффект сни-
жения удельной величины трудозатрат по мере роста 
квалификации работников и имеет логарифмическую 
зависимость [10, 12,13, с. 12].  

В разработанной модели (2.4-2.7) управленческое 
решение на шаге k+1, заключающееся в выборе вели-

чины изменения объема производимой продукции 
kU  

(дополнительный объем производства) по сравнению 

с плановым объемом производства 
kQ  на шаге k 

(табл. 4.1), однозначно определяет объем производ-

ства 1kQ 
 в периоде k + 1 через рекуррентную форму-

лу:  

kk1k UQQ 
. (2.1) 

В предлагаемой модели (2.4-2.7) величина дополни-
тельных издержек, которое несет предприятие ОАО 
«ЧМК» в период k + 1, связанные с затратами по кре-

дитам, привлеченным для пополнения оборотных 
средств, при увеличении объема производства стали 

на величину kU  (дополнительный объем производ-

ства стали) относительно планового показателя kQ  

описываются функцией дополнительных затрат: 

 
k1k Ufg 

. (2.2) 

Плановый показатель объема производимой продук-
ции в первом периоде (k = 0) принимается на уровне 

000100QQ
Plan

k0   тонн стали. В предлагаемой мо-

дели (2.4-2.7) фиксированным является начальное 
значение объема производства литой заготовки ме-
талла, и, напротив, ничего не говорится о том, какой 
объем производства должен быть достигнут на конеч-
ном этапе производства, то процесс принятия реше-
ний целесообразно начинать с конца. 

Плановый объем производства стали на МНЛЗ в 
первые четыре месяца после окончания фазы НИОКР 
и проведения пусконаладочных работ имеет показате-
ли, представленные в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 

ПЛАНОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОБЪЕМА  
ПРОИЗВОДСТВА НА МНЛЗ 

Тонн 

Номер планового 
 периода, квартала 

1 2 3 4 

Плановый объем произ-
водства литой заготовки 
металла, Qi,  

100 000 104 000 108 000 112 000 

В предлагаемой модели (2.4-2.7) объема производ-
ства литой заготовки металла на МНЛЗ, при котором 
достигается максимальная величина прибыли пред-
приятия, на основе методов динамического програм-
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мирования применяется производственная функция 
Кобба-Дугласа (ПФ КД) для металлургического пред-
приятия. Параметры этой ПФ КД получены на основе 
результатов регрессионного и корреляционного ана-
лизов (за рамками данной статьи) на основе данных 
ОАО «ЧМК» в период с 1 января 2002 г. по 1 декабря 
2004 г. (табл. 1.2, пп.13-15). 

Таблица 1.2 

ОСНОВНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ ЗАТРАТ И 
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ 

МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОГО ПРЕДПРИЯТИЯ ОАО «ЧМК» 
ДЛЯ МНЛЗ (В ЭКОН. УСЛОВ. 2007 г.) 

№ 
Наименование  
статей затрат 

1-й 
квар-
тал 

2-й 
квар-
тал 

3-й 
квар-
тал 

4-й 
квар-
тал 

1 
Условно постоянные расходы 
(УПР), млн. руб. 

2 000 2 000 2 000 2 000 

2 
Стоимость материальных за-
трат p1, руб./т 

7 500 7 688 7 880 8 077 

3 

Удельная величина трудоза-

трат (unit labor quantity) l , 
чел.-ч/т 

160 160 160 160 

4 
Ставка трудозатрат (labor 
rate) p2, руб./ чел.-ч 

22 22 22 22 

5 

Удельная стоимость трудоза-
трат (labor unit costs) 

2p*lL  , руб./т 
3 520 3 520 3 520 3 520 

6 
Средняя ставка общепроизвод-
ственных и общехозяйственных 
накладных расходов, % 

120 120 120 120 

7 

Значение объема производ-
ства, при котором заканчива-
ется действие кривой обуче-
ния по трудозатратам (labor 
learning quantity, L.L.Q.), т 5

0
0
 0

0
0
 

5
0
0
 0

0
0
 

5
0
0
 0

0
0
 

5
0
0
 0

0
0
 

8 

Значение объема производ-
ства, при котором заканчива-
ется действие кривой обуче-
ния по материальным затра-
там (material learning quantity, 
L.M.Q.), т 5

0
0
 0

0
0

 

5
0
0
 0

0
0

 

5
0
0
 0

0
0

 

5
0
0
 0

0
0

 

9 
Процент кривой обучения для 
трудозатрат b1, % 

90 90 90 90 

10 
Процент кривой обучения для 
материальных затрат b2, % 

95 95 95 95 

11 
Процент по краткосрочным 
кредитам γ1, % 

16 16 16 16 

12 Процент по депозитам γ2, % 2 2 2 2 

13 
Параметр ПФ КД (свободный 
член) α0 

1,020 1,020 1,020 1,020 

14 
Параметр ПФ КД (степень 
трудозатрат) α1 

0,111 0,111 0,111 0,111 

15 
Параметр ПФ КД (степень для 
материальных затрат) α2 

0,858 0,858 0,858 0,858 

16 
Коэффициент эскалации цены 
литой заготовки за квартал 

1,00 1,02 1,02 1,02 

17 
Средняя цена реализуемой 
литой заготовки металла *p0, 
руб./т 

22 216 22 661 23 114 23 576 

В разработанной модели (2.4-2.7) предлагается, что 
затраты, которые несет ОАО «ЧМК» при производстве 

планового объема металла kQ  (см. табл. 1.1) в период 

k + 1 определяются функцией прямых и постоянных 

затрат )Q( k1k , а затраты, обусловленные измене-

нием объема производимой продукции (уменьшения 

или увеличения объема проката стали 
kQ ) по сравне-

нию с плановым показателем при переходе от периода 
k к периоду k + 1 определяются функцией дополни-

тельных затрат )Q(g k1k 
. Тогда суммарные издержки 

характеризуются суммарной функцией затрат: 

),U;UQ(g

)U;UQ()U,Q(

k1k1k1k

k1k1k1kkk1k








 (2.3) 

где 

 
kk1k U,Q  – функция прямых (direct costs) и посто-

янных (УПР) затрат в период k + 1; 

)U(g k1k
– функция дополнительных затрат в период 

k + 1, обусловленная избыточным объемом произво-
димой продукции по сравнению с плановыми показа-

телями 
kQ . 

Разработанная модель (2.4-2.7) расчета объема про-

изводства стали   kk UQ  (табл. 1.4) на шаге k + 1 за-

ключается в поэтапном изменении планового объема 

производства  
kQ  (см. табл. 1.1) путем нахождения 

такого управляющего параметра 
kU  (дополнительный 

объем производства) в течение планируемого периода 

n,1k  , который обеспечивает условие максимума 

прибыли металлургического предприятия (2.5), значе-
ние которой определяется функционалом (целевой 
функцией) вида (2.4). 

Разработанная модель (2.4-2.7) основывается на 
представлении модели производства стали, как 
управляемой системы, состояние которой определяет-

ся плановым объемом производства  
kQ , а в каче-

стве управляющего параметра выступает решение о 
увеличении / уменьшении объема производимой про-

дукции kU  (дополнительный объем производства) в 

начале каждого периода k. В работе на примере дан-
ных ОАО «ЧМК» за 2006-2007 гг. решается задача 
увеличения / уменьшения объема производства и раз-
ливки стали на МНЛЗ в каждом из периодов k 

 n/1k  относительно плановых показателей  
kQ  

(см. табл. 1.1). Модель расчета объема производства 
стали, при котором достигается максимум прибыли 
(2.5) предприятия ОАО «ЧМК», состоит системы урав-
нений (2.4-2.7), включающей функционал (2.4) – целе-
вую функцию:  

     MAXQU,QPJ kk

n

1k
kk1k 


  ; (2.4) 

   
   

kk1kkk1k

kk1kk1k

U,QgU,Q

U,QfQP










; (2.5) 

     0;UQPQPQ 1k1kkkkkk   ; (2.6) 

kk1k UQQ 
. (2.7) 

где 

 
kk1k U,Q  – функция прямых (direct costs) и посто-

янных (УПР) затрат в период k + 1;  

 
kk1k U,Qf 

 – ПФ КД, основные эндогенные парамет-

ры которой  111,0;858,0;020,1 210    получе-

ны в ходе проведенного параметрического анализа 
ретроспективных данных объема произведенной про-
дукции и затрачиваемых ресурсов (экзогенные пере-
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менные) на ОАО «ЧМК в период с января 2002 г. по 
декабрь 2004 г.; 

)U(g k1k
 – функция дополнительных затрат в пери-

од k + 1, обусловленная избыточным объемом произ-
водимой продукции по сравнению с плановыми пока-

зателями 
kQ ; 

 
k1k QP 

 – функция прибыли до налогообложения и 

процентных выплат (earning befor interests and taxes) в 
период k + 1: 

         
kkkkkkkkkkk QgQQfU,QPQ   . 

     0;UQg0;UQ0;UQf 1k1kk1k1kk1k1kk     – 

терминальная функции прибыли до налогообложения 
и процентных выплат, не зависящая от управляющего 

значения 
kU  (объема производимой продукции) на 

шаге k, 
kk1k UQQ 

 – основное рекуррентное урав-

нение, определяющее объем производства  
1kQ 

 в 

период k + 1 через объем основной  
kQ  и дополни-

тельный объем производства  
kU  в период k. 

Предложенный в работе подход расчета объема 

производимой продукции   kk UQ , при котором до-

стигается максимальная величина прибыли предприя-
тия (см. табл. 1.4) в течение планируемого периода 

 n,1k  , основывается на разностном (рекуррентном) 

уравнении kk1k UQQ 
, что позволяет применять при 

решении разработанной модели (2.4)-(2.7) методы ДП. 
Решение разработанной модели (2.4)-(2.7) произво-

дится на основе метода ДП, с применением следую-
щего уравнения Беллмана для каждого шага k + 1 пе-

риода планирования  n,1k  : 

 
 
 




















1k1k2k

kk1k

accessUU
kk1k

U,Q

U,QP
maxU,Q


 ; (2.8) 

    
nn1n

accessUU
nn1n U,QPmaxU,Q 


  ; (2.9) 

где  

kk1k UQQ 
, 4,1n,1k  .  (2.10) 

Уравнение Беллмана (2.8) связывает значение 

функционала  
kk1k U,QP 

 (2.5) в период k + 1 с его 

значением в последующий период k + 2, а краевое 

условие:  

       
kkkkkkkk QgQQfQ     (2.6) 

определяет значение функции прибыли: 

 
kk1k U,QP 

  (2.5)  

в начальный период времени, поэтому решение за-
дачи (2.4-2.10) производится с конца. 

Также отмечается, что управляющий параметр 

 
1nU


 на шаге n + 1 в течение периода планирования 

 n,1k   равняется нулю, поэтому второе слагаемое 

функции состояния (2.9) определяется только плано-
вым объемом производства в этом периоде:  

    0,UQPmax0,UQ nnn
accessUU

nn1n 


 .  

Решая на каждом k + 1-м шаге уравнение Беллмана 
(2.8-2.10) находится объем производства на k + 1-м 
шаге, при котором достигается максимальная величи-
на прибыли предприятия, удовлетворяющий условию:  

  )U,Q(maxargUQ kk1kkk 


  . (2.11) 

В конце алгоритма решения задачи подсчитывается 
минимальная величина затрат производства стали. 

Функция затрат  
kk1k U,Q , входящая в функционал 

(2.4), определяет затраты, которые несет предприятие в 
случае, как загрузки производственных мощностей 

 0UQ kk  , так и отсутствия объема производимой 

продукции  0UQ kk  , значение которой в последнем 

случае равняется величине (УПР). Функция дополни-

тельных затрат )U(g k1k
 в период k + 1, определяет 

затраты, которое несет предприятие при увеличении 
объема производимой продукции по сравнению с пла-

новыми показателями 
kQ  (табл. 1.1). ПФ КД  

kk1k U,Qf 
 

[5, с. 159], входящая в функционал (2.4), определяет 
зависимость количества производимой продукции 

 
kk UQ   от объема затрачиваемых ресурсов (трудо-

вых, материальных). ПФ КД  
kk1k U,Qf 

, функция пря-

мых и постоянных затрат  
kk1k U,Q , а также функция 

дополнительных затрат )U(g k1k , входящие в функци-

онал (2.4), имеют следующий аналитический вид: 

  

  












 





.0UQif,0

;0UQif,,UQL*

*,UQM**αp

),U(Qf

kk

kk
2α

kk1k

1α

kk1k01k

kk1k   (2.12) 

 
















.0UQif,

0UQif,U,QDC

)U,Q(

kk

kkkk1k

kk1k

 

 



 ; (2.13) 

 
 












.0Uif,*UWIP

;0Uif,*UWIP
)U(g

k2k1k

k1k1k

k1k


 
 (2.14) 

Знак минус во второй части функции дополнитель-

ных затрат )U(g k1k  (2.14) отсутствует, поскольку при 

выполнении условия 0Uk   значение функции 

)U(g k1k  становится отрицательным, т.е. происходит 

уменьшение затрат. Уменьшение затрат при уменьше-

нии объема производимой продукции на величину kU  

в рассматриваемой модели (2.4-2.7) трактуется как 
приток денежной наличности от размещения свобод-
ных денежных средств на депозите в банке вслед-
ствие высвобождения оборотных средств. 

Где:  

kQ  – плановый объем производства стали в период k;  

kU  – дополнительный объем производства стали 

(управляющая переменная) в период k; 

1kp 
 – цена производимой продукции (1 т металла) в 

период 1k  ;  

 
1k21k1kk1k L*pM*pU,QDC    – величина прямых 

затрат (direct costs), состоящая из суммы материаль-
ных прямых затрат и трудозатрат в периоде k + 1;  

1kM 
 – количество затрачиваемых прямых материаль-

ных ресурсов (чугун, лом, ферросплавы, см. табл. 1.2) при 

производстве стали объемом  
kk UQ   в период k + 1 

(2.17);  



  

АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 5’2013 
 

130 

1kL 
 – количество затрачиваемых человеко-часов 

при производстве стали (см. табл. 1.2) объемом 

 
kk UQ   в период k + 1 (2.18);  

1p  – средняя стоимость 1 т материальных ресурсов 

(чугун, лом, ферросплавы, энергоресурсы, см. табл. 1.2);  

2p  – ставка трудозатрат (стоимость 1чел.-ч, см. 

табл. 1.2);  

%161   – ставка процентов по краткосрочным кре-

дитам;  

%22   – ставка процентов по депозиту. 

УПР – величина условно постоянных расходов, кото-
рое предприятие несет независимо от объема произ-

водимой продукции  
kk UQ  ;  

        k*UQU*m*pUWIP k
2b2log

.C.L.L
2b2log

k2k1k

    
k*UQU*l*p k

1b2log

.C.L.L
1b2log

k1   – величина 

затрат в НЗП на 1 т металла в течение производ-
ственного цикла; 

m , l  – количество тонн материальных ресурсов (чу-
гун, лом, ферросплавы, энергоресурсы) и трудозатра-
ты (чел.-ч) при производстве 1 т стали;  

 k  =120% – коэффициент, определяющий средний 

процент общепроизводственных и общехозяйственных 
накладных расходов условной компании (см. табл. 1.2);  

1*WIP   – величина процентных платежей по кратко-

срочным кредитам (овердрафты) на одну тонну ме-
талла, формирующие функцию дополнительных за-

трат )U(g k1k
 в период k + 1 (предполагается, что 

краткосрочные кредиты привлекаются для пополнения 
оборотных средств, при увеличении объема производ-
ства стали). 

Впервые эффект кривой обучения был рассмотрен и 
применен в авиастроении в 1936 г. немецким ученым 
Т.П. Райтом [13, с. 9].  

В табл. 1.3, согласно справочной литературе [10-12, 
с. 6] приводится средняя величина процента снижения 
трудозатрат b, %, при удвоении объема производимой 
продукции в разрезе отраслей.  

В ходе проведения практических исследований на 
ОАО «ЧМК» в период пуско-наладочных работ и выхода 
на полную производственную мощность МНЛЗ) итальян-
ской компании Danieli centro met в период 2006-2007 гг. 
были получены следующие результаты, согласующиеся 
с данными, представленными в табл. 1.3: 
 1 − b1 = 90% – процент кривой обучения по трудозатратам 

для металлургической промышленности;  

 1 − b2 = 95% – процент кривой обучения материальных 
затрат для металлургической промышленности;  

 000500QQQ .C.L.M.C.L.L   т стали – суммарное зна-

чение объема производимой продукции в период до мо-
мента окончания действия эффекта кривой обучения для 
трудо- и материальных затрат (точка D на рис. 1.1). 

Таким образом, в рассматриваемом случае модели-
рования объема производства литой заготовки метал-
ла, при котором достигается максимальная величина 
прибыли условной металлургической компании A, на 
основе плановых показателей (см. табл. 1.1) происхо-
дит снижение трудозатрат на 10% и материальных за-
трат на 5%, каждый раз при удвоении объема произ-
водства стали (табл. 1.3). 

 
 

Таблица 1.3 

ПРОЦЕНТ ПО КРИВОЙ ОБУЧЕНИЯ ДЛЯ 
ТРУДОЗАТРАТ В РАЗРЕЗЕ РАЗЛИЧНЫХ ОТРАСЛЕЙ 

% 

№ Наименование отрасли 
Процент снижения 

трудозатрат, b1 

1 Авиастроение 15 

2 Кораблестроение 10-15 

3 Работа на ЧПУ 5-10 

4 Телекоммуникации 5-10 

5 
Производство сырьевой продукции 
(бетон, руда, уголь, сырая нефть) 

4-7 

6 Процесс сварки 10 

7 
Разработка и производство новых 
модулей в машиностроении. 

15 \ 25 

 

Рис. 1.1. График удельной величины трудозатрат  
с учетом эффекта кривой обучения 

Основываясь на проведенном анализе ряда публи-
каций [12-15], посвященных затратам по кривой обуче-
ния, предлагается следующая формула для расчета 
общей величины трудозатрат кривой обучения (labor 
learning costs, L.L.C.) при производстве однородной 
продукции на интервале [0, Q L.L.C.]: 

 

.dQ
Q

Q

Q

Q
*l*p

dQxx*l*p.C.L.L

..C.L.LQ

0
.C.L.L

1b2log1

.C.L.L
1b2log1

1

..C.L.LQ

0

.C.L.L1

 














 


 (2.15) 

где 

l  – количество трудозатрат (человеко-часов) при 
производстве одной тонны металла (см. табл. 1.2);  

1p  – цена трудозатрат (см. табл. 1.2);  

Q

Q
*l)Q(fx

b2log1

  – удельная величина трудозатрат; 

.C.L.L

1b2log1

.C.L.L
.C.L.L

Q

Q
*l)Q(fx



  – установившаяся 

удельная величина трудозатрат (количество чел.-ч) в 
момент окончания действия кривой обучения для тру-
дозатрат; 

Q  – текущее (плановое) количество единиц произ-

водимой продукции (см. табл. 1.1); 

.C.L.LQ  = 500 000 т – суммарное значение объема 

производимой продукции, до которого распространя-
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ется действие эффекта затрат по кривой обучения 
(точка D на рис. 1.1) для трудозатрат. 

Графически затраты по кривой обучения L.L.C. мож-
но представить как разность площадей фигур ACDF и 
ABDF (см. рис. 1.1). 

Аналогично формула для расчета общей величины 
материальных затрат кривой обучения material learning 
costs, M.L.C. проекта для объема производимой про-
дукции на интервале [0, Q M.L.C.] имеет следующий вид: 

 

.dQ
Q

Q

Q

Q
*m*p

dQxx*m*p.C.L.M

..C.L.MQ

0 .C.L.M

2b2log1

.C.L.M
2b2log1

2

C.L.MQ

0

.C.L.M2

 














 


 (2.16) 

где 
m  – количество тонн материальных ресурсов (чугун, 

лом, ферросплавы, энергоресурсы, см. табл. 1.2), за-
трачиваемые при производстве 1 т стали; 

2p  − средняя цена 1 т материальных ресурсов (см. 

табл. 4.2);  

Q

Q
*m)Q(fx

b2log1

  – удельная величина матери-

альных затрат (direct material costs); 

.C.L.M

2b2log1

.C.L.M
.C.L.M

Q

Q
*m)Q(fx



  – установившаяся 

удельная величина трудозатрат (количество чугуна, 
лома, ферросплавов, энергоресурсов) в момент окон-
чания действия кривой обучения для материальных 
затрат;  

.C.L.MQ = 500 000 т – суммарное значение объема 

производимой продукции, до которого распространя-
ется действие эффекта затрат по кривой обучения (см. 
рис. 1.1) для затрачиваемых фондов (материалов). 

Таким образом, формула расчета величины затрачи-
ваемых материальных фондов (ресурсов) при производ-

стве  
kk UQ   тонн металла в период k, учитывающая 

действие эффекта затрат по кривой обучения (затраты, 
связанные с технологическими простоями, технологиче-
ским браком в период освоения производственных мощ-
ностей и наладки оборудования) в период k + 1: 

    
kk

2b2log

.C.L.L
2b2log

kk1k UQQUQ*mM 
.(2.17) 

где 
m  – количество тонн материальных ресурсов (чугун, 

лом, ферросплавы, энергоресурсы), затрачиваемые 
при производстве 1 т литой заготовки металла (см. 
табл. 1.2);  

1 – b2 = 95% – процент кривой обучения материаль-
ных затрат для металлургической промышленности. 

Расчетная формула, определяющая величину трудо-
затрат (количество человеко-часов) при производстве 

 
kk UQ   т металла, с учетом действия эффекта тру-

дозатрат по кривой обучения в периоде k + 1 имеет 
следующий вид:  

    
kk

1b2log

.C.L.L
1b2log

kk1k UQQUQ*lL  ,  (2.18) 

где 

l  – количество человеко-часов для производства 1 т 
стали (табл. 4.2);  

1-b1 = 90% – процент кривой обучения по трудоза-
тратам для металлургической промышленности. 

Для нахождения объема производства стали 

  kk UQ , при котором достигается максимальная ве-

личина прибыли предприятия ОАО «ЧМК», на каждом 
k + 1-м шаге находится производная функции прибыли 

до налогообложения и процентных выплат (2.5), вхо-
дящей в уравнение Беллмана (2.8-2.10) на основе вы-
ражения (2.11). Ниже приводятся аналитические вы-
ражения основных слагаемых производной функции 
(2.5) в рамках разработанной модели (2.4-2.7) расчета 
объема производства оптимального стали. 

Производная функции )U,Q( kk1k  (2.8) с учетом 

выражений (2.12-2.14), (2.17), (2.18), по  
kk UQ   име-

ет следующее выражение: 

 

   

 

   

 


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













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












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(2.20) 
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





.0UQif,0
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U,QL
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UQ
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 (2.22) 

 
  .1UQ*blogm

UQ

M 12b2log

kk22

kk

1k 


  (2.23) 

 
  .1UQ*blog*l

UQ

L 11b2log

kk12

kk
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

   (2.24) 
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
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
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
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 (2.25) 

 
 

  

   .1Ublogk*m*p

1Ublogk*l*p
U

UWIP

12b2log
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11b2log
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k
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








 

 
(2.26) 

Значение объема производства литой заготовки ме-

талла на шаге k + 1   kk UQ  , при котором достига-

ется максимальная величина прибыли предприятия, 

находится путем решения уравнения 0)U,Q( kk1k   

(приравнивания нулю производную уравнения Белл-
мана (2.8)), используя численный метод Ньютона-
Рафсона, имеющего квадратичную сходимость: 

   
  
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Таким образом, находится численное значение   kk UQ , 

при котором значение производной )U,Q( kk1k  (2.18) 

равняется нулю. 
При дифференцировании функции Беллмана (2.9) на 

шаге n – 1 (и последующих шагах) по  
1n1n UQ   , ку-

да функция состояния )U,Q( nn1n  входит в качества 

слагаемого, производная этого слагаемого обращает-
ся в ноль, и, следовательно, аналитический вид про-
изводной функции Беллмана (2.9) не меняется при пе-
реходе от шага n – 1 к шагу n.  

Значения дополнительного объема производства U  

находятся следующим образом: последовательно ре-
шая задачу с конца (поскольку задаются начальные 
условия) находим значения объема производства 

  kk UQ , при котором достигается максимальная ве-

личина прибыли предприятия, для каждого шага k. На 

первом шаге 0k   воспользовавшись условием 
Plan

00 QQ  , находим  
0000 UQUQ 


, далее по-

следовательно подставляя уже найденные значения 

  kk UQ  на предыдущих шагах в основное рекур-

рентное уравнение (2.10) находим оставшиеся значе-
ния дополнительного объема производства стали: 

 
kkkk QUQU 


. 

Таким образом, последовательно приравнивая про-

изводные функции Беллмана )U,Q( kk1k  по 

 
kk UQ   (2.19) на шаге k + 1 нулю находим значения 

объема производства на шаге k + 1   kk UQ , при ко-

тором достигается максимальная величина прибыли 
предприятия.  

Последовательно решая уравнения Беллмана (2.8) на 

отрезке n,1k  , и подставляя полученные значения 

  kk UQ  в основное рекуррентное уравнение (4.2.10), 

получаем, что значение объема производства 

  kk UQ , при котором достигается максимальная ве-

личина прибыли предприятия, на последнем шаге можно 

выразить следующей зависимостью – 



n

1k
k1n UQQ . 

При подстановке полученного на шаге k + 1 значения 

  kk UQ  в основное рекуррентное соотношение 

(2.10) получаем значение дополнительного объема про-

изводства   kk UQ , при котором достигается макси-

мальная величина прибыли предприятия, на шаге k + 1 

по сравнению с шагом k, равное  
kkkk QUQU 


. 

Производные функций затрат  
kk1k U,Q  и ПФ КД, 

 
kk1k U,Qf 

 являются убывающими выпуклыми функ-

циями, что обуславливает выпуклость производной 
функции прибыли до налогообложения и процентных 
выплат:  

  





















)U;Q(g)U;Q(U,Qf

)U,Q(P

kk1kkk1kkk1k

kk1k


.  

Производная функции дополнительных затрат )U(g k1k 
 

носит ступенчатый характер. В случае, когда моделируе-

мый объем производства меньше планового показателя 

 Plan

kkk QUQ  , производная функция дополнительных 

затрат )U(g k1k 
 рассматривается, как дополнительный 

денежный поток от размещения денежных средств на де-
позите. В противном случае производная функция допол-

нительных затрат )U(g k1k 
 рассматривается, как отток 

денежных средств на выплату банковских процентов по 
обслуживанию кредита, который берется для пополнения 
оборотных средств, в случае увеличения объема произ-

водства выше планового показателя  Plan

kkk QUQ  . 

Таблица 1.4 

РАСЧЕТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИЙ ЗАТРАТ И 
ОБЪЕМА ПРОИЗВОДСТВА ЛИТОЙ ЗАГОТОВКИ, 
ПРИ КОТОРОМ ДОСТИГАЕТСЯ МАКСИМАЛЬНАЯ 
ВЕЛИЧИНА ПРИБЫЛИ КОМПАНИИ ОАО «ЧМК» 

№ Наименование статьи 
1-й 

квар-
тал 

2-й 
квар-
тал 

3-й 
квар-
тал 

4-й 
квар-
тал 

1 Qk
Plan

, т 100 000 104 000 108 000 112 000 

2  
kk1k U,Qf  , тыс. руб. 13 224 13 449 13 680 13 916 

3  
nn1n U,Q , тыс. руб. 2 116 2 152 2 189 2 227 

4  
k1k

Ug


, тыс. руб. 15 340 15 601 15 868 16 143 

5 
Степень увеличения (+) / 
уменьшения (–) планового 
объема производства, %. 

+ 4,27 + 10,20 + 16,15 + 22,07 

6 

  kk UQ  – объем произ-

водства литой заготовки ме-
талла на МНЛЗ; 

  kk UQ , при котором 

достигается максимальная 
величина прибыли предпри-
ятия, т 

104 269 114 607 125 439 136 720 

ВЫВОДЫ 
Таким образом, на этапе освоения производственных мощ-

ностей (в период действия эффекта материальных и трудоза-
трат по кривой обучения) на МНЛЗ разработанная динамиче-
ская модель (2.4-2.7), основанная на представлении процесса 
производства металла как управляемой системы, состояние 
которой характеризуется объемом производства, на основе 
данных ОАО «ЧМК», позволила рассчитать объем производ-
ства литой заготовки металла, при котором достигается макси-
мальная величина прибыли металлургического предприятия 
ОАО «ЧМК».  

Следовательно, для достижения данного объема произ-
водства в планируемые периоды нужно увеличить объем 
производства по сравнению с плановыми показателями на 
4 269 (+4,27%), 14 607 (+10,20%), 21 439 (+16,15%), 28 720 
(+22,07%) тонн литой заготовки металла, соответственно (см. 
табл. 1.4). 

Мероприятие по расчету значения экономического эффек-
та, определяющего степень увеличения планового объема 
производства литой заготовки металла (см. табл. 1.4), позво-
ляет достичь повышения ликвидности металлургической ком-
пании, за счет увеличения рентабельности производимой 
продукции, снижения потребности в оборотных средствах, а 
также темпа роста компании в долгосрочной перспективе. 
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РЕЦЕНЗИЯ 
Данная работа представляет собой актуальное исследование в об-

ласти построения динамических моделей повышения эффективности 
(рентабельности) предприятия в период освоения производственных 
мощностей и действия эффекта затрат по кривой обучения, обуслав-
ливающий более 50% всех производственных затрат. 

В работе автором отмечается, что при математической формализа-
ции процесса объема производства литой заготовки металла, на ос-
нове данных Открытого акционерного общества «Челябинский метал-
лургический комбинат», в период освоения производственных мощно-
стей и действия эффекта затрат по кривой обучения полная 
себестоимость продукции принимает вид дискретной, скачкообразной 
функции, кусочно-непрерывной.  

В связи с этим задача построения данной модели с трудом подда-
ется аналитическому решению классическими методами, однако мо-
жет быть успешно реализована с помощью аппарата динамического 
программирования (метод Беллмана). 

Научный интерес представляет, что производство литой заготовки 
металла на машине непрерывного литья заготовки (МНЛЗ) автором 
характеризуется как управляемая система, состояние которой харак-
теризуется объемом производства, где в качестве управления высту-
пает решение об увеличении / уменьшении объема производимого 
металла в начале каждого планируемо периода. Таким образом, при 
реализации модели по производству металла на МНЛЗ на этапе осво-
ения производственных мощностей, автором показывается рацио-
нальность применять методы динамического программирования.  

Заключение: рецензируемая статья отвечает требованиям, предъ-
явленным к научным публикациям, и может быть рекомендована к 
опубликованию. 
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дарственного университета им. М.В. Ломоносова, директор Цен-
тра математических финансов Экономического факультета Мос-
ковского государственного университета им. М.В. Ломоносова 


