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Перейти на ГЛАВНОЕ МЕНЮ 
 
Предлагается теория оптимизации взаимодействия «страховщик – 

страхователь» с применением функции полезности в актуарных рас-
четах. 

 
Модель ожидаемой полезности может объяснить 

само существование института страхования. В этой 
модели страхователь является лицом, не склонным 
к риску и принимающим разумные решения. Меха-
низм принятия решений при наличии неопределен-
ности состоит в сравнении не ожидаемых платежей, 
возникающих в результате решений, а ожидаемых 
полезностей этих платежей. 

Лицо, принимающее решения, связывает с разме-
ром своего капитала w  (от англ. welfare – «благо-

состояние») некоторое количество  u w , обычно 

даже не подозревая об этом; функция  u x  назы-

вается функцией полезности (utility function). 
Страхователь готов платить страховую премию, 

большую, чем математическое ожидание страхово-
го убытка. Теория полезности так объясняет это яв-
ление. Потенциальный страхователь собирается 
заключить договора страхования определенного 

объекта со случайной величиной ущерба X  при 
наступлении страхового случая. Известна вероят-
ность возникновения ущерба p  и первоначальный 

капитал страхователя w . 
Страхователь должен сделать выбор из двух ва-

риантов (табл. 1.): 
 заключить договор страхования и заплатить за него 

брутто-премию (БП); 

 не заплатить БП и пойти на риск потери суммы X . 

Таблица 1 

ВАРИАНТЫ РЕШЕНИЙ СТРАХОВАТЕЛЯ 

Страховой случай 
Наличие договора страхования 

есть нет 

Нет w БП  w  

Есть w БП  w X  

Для страхователя лучше, когда его капитал w  рас-
тет. Однако ощущение полезности капитала не пря-

мо пропорционально величине X . Если страхова-
тель теряет значительную часть капитала, то это 

может быть для него катастрофично. Поэтому стра-
хователю нужно внимательно взвесить исходы, при 
которых его капитал упадет до очень низкого уровня. 
Нежелательность событий, приводящих к большому 
ущербу, хорошо объясняется низким значением 
функции полезности. С другой стороны, растущий 
капитал обычно воспринимается как положительное 
событие, но чем богаче страхователь, тем меньше 
веса придается его желанию увеличить капитал на 
определенную фиксированную величину w . 

Эта закономерность объясняется  u x  ‒ функци-

ей полезности, оценивающей, насколько желатель-
ными являются различные исходы для того, кто 
принимает решение. 

Если страхователь заключил договор полного стра-
хования, то функция полезности будет иметь вид: 

   

   

1u 1 p u w БП

pu w БП u w БП .

   

   
 (1) 

Если страхователь не заключит договор страхова-
ния, функция полезности будет равна: 

     2u 1 p u w pu w X    . (2) 

Если 
1 2u u , то страхователь принимает решение 

о необходимости заключить договор страхования, в 
противном случае – отказывается [2, с. 59]. 

У страхователя и страховщика существует у каж-

дого своя функция полезности ‒  u x  и  U x  со-

ответственно. С точки зрения страхователя, если 

необходимо выбрать один из двух убытков 
1X или 

2X , то индивидуум сравнивает математические 

ожидания  1M u w X     и  2M u w X     и выби-

рает убыток с наибольшей ожидаемой полезностью. 
Максимальная премия, которую он готов запла-

тить за страхование убытка X , определяется как 

решение относительно 
maxБП  уравнения равнове-

сия полезности с точки зрения страхователя: 

   maxM u w X u w БП      . (3) 

Это так называемая премия нулевой полезности 
[3, с. 5]. У страховщика есть своя функция полезно-

сти U  и свой капитал W , и он может определить 

аналогичным образом минимальную премию 
minБП , 

которую должен внести страхователь. Уравнение 
равновесия полезности с позиции страховщика: 

   minU W M U W БП X .       (4) 

Если 
maxБП  страхователя больше 

minБП  стра-

ховщика, то обе стороны, выбрав премию между 

minБП  и 
maxБП , увеличивают свою полезность, за-

ключая договор страхования [3, с. 4]. 
Функция полезности – растущая функция капитала 

(рис. 1), она должна обладать следующими свой-
ствами [1, с. 709]. 

Первое. Функция  u x  должна быть неубывающей: 

 u x 0.   
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Первая производная функции полезности неотри-
цательна. Большему значению капитала обычно 
соответствует большее значение функции полезно-
сти, поэтому функция полезности должна быть не-
убывающей. 

 

Рис. 1. Вид типичной функции полезности не 
склонного к риску страхователя 

Второе. Скорость возрастания  u x  должна убы-

вать: 

 u x 0.   

Вторая производная функции полезности  u x  

меньше или равна нулю. Прирост благосостояния 
дает меньший (в относительном выражении) при-
рост полезности u , чем сокращение уровня благо-

состояния на ту же величину (см. рис. 1). Лиц с та-
кой функцией полезности называют лицами с убы-
вающей предельной полезностью [6, с. 335]. 

Третье. Функция инвариантна относительно ли-

нейного преобразования:  u x  и  au x b  экви-

валенты, так как одинаково ранжируют суммы. 
Лицо, принимающее решение, осуществляет вы-

бор между вариантами, содержащими неопреде-
ленность. С точки зрения сравнения случайных 

убытков 
1X  и 

2X , функция полезности  1u x  экви-

валента функции  2au x b, a 0  . 

Неравенство Йенсена гласит: если  v x  ‒ выпук-

лая вниз функция, а X  ‒ случайная величина, то 
математические ожидания: 

       M v X v M X ,  (5) 

причем равенство достигается тогда, и только то-

гда, когда  v x  линейна на множестве, где сосре-

доточена случайная величина X , или когда 

 D X 0  (т.е. X const ). 

Из неравенства Йенсена вытекает, что для выпук-

лой вверх функции полезности  u x : 

        M u w X u M w X u w M x .         (6) 

Поэтому лица с убывающей предельной полезно-

стью   u x 0   справедливо называют не склон-

ными к риску (risk averse): они предпочитают детер-

минированный (неслучайный) платеж БП случайно-

му платежу X . 
Принимаемое страхователем решение будет за-

висеть не только от p, X  и БП , но и от выбора 

функции полезности. 
Наиболее часто используют следующие классы 

функции полезности [4, с. 452]: 

 квадратичная функция:    
2

u w a w , w a    ; 

 логарифмическая функция:    u w ln a w ,    

w a  ; 

 показательная функция:   a wu w a e , a 0     ; 

 степенная функция:   au w w , w 0,  0 a 1    . 

Функция полезности применима для описания ра-
ционального поведения в простых ситуациях, труд-
но бывает обосновать ее вид в определенных слу-
чаях. На практике функцию полезности обычно 
определяют с помощью экспертных оценок, так как 
невозможно найти функцию полезности, которая бы 
удовлетворительно описывала все объекты страхо-
вания. Вообще вопрос выбора функции полезности 
является самым сложным и неопределенным в тео-
рии полезности, как отмечается во многих актуар-
ных источниках. 

Упрощенное определение премии, которую готов 
заплатить страхователь, можно узнать, задав ему 
вопрос, какую премию БП готов он заплатить, чтобы 

избежать убытка размером X , который может воз-

никнуть с вероятностью p , т.е. оценить 
maxБП  для 

риска X  при заданной функции  u x . 

Более точно оценить 
maxБП  можно на основании 

коэффициента несклонности к риску (risk aversion 
coefficient) функции полезности [1, с. 71]: 

 
 

 

u w
r w .

u w






 (7) 

Чем выше коэффициент несклонности к риску, тем 
большую премию готов заплатить страхователь за 
страхование одного и того же риска. Максимальная 
премия, которую будет готов заплатить страхова-
тель, равна [5, с. 242]: 

   
  
  max

u w M X1
БП M X D X ;

2 u w M X










   (8) 

      max

1
БП M X D X r w M X  

2
   . (9) 

Пример 1. Страховщик использует показательную 

функцию полезности   axU x a e    с параметром 

a 0  и имеет капитал W . 

 а) Найдите коэффициент несклонности к риску для 
данной функции полезности. 

 б) Какова минимальная премия 
minБП , за которую 

страховщик согласится принять риск X ? 

Решение. 
 а) Коэффициент несклонности к риску для данной 

функции полезности найдем по формуле (7): 
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 
 

 

3 a x

2 a x

u w a e
r W a.

u w a e

 

 

 



   


 

Таким образом, для показательной функции по-
лезности коэффициент несклонности к риску равен 
параметру функции полезности, постоянен и не за-

висит от начального капитала W . 
 б) Минимальную премию, за которую страховщик мо-

жет принять такой риск, руководствуясь данной функ-
цией полезности, определим из уравнения (4): 

   min U W M U W БП X ;       

 a W БП XaW min  a e M a e .
        

    

Используя свойства математического ожидания, 
получим: 

a БПaW aW aXmina e a e e M e ;              

a БП aXmin e M e     . 

Таким образом, минимальная премия равна: 

 a X

min

1
 БП ln M e .

a
      

где  aXM e  ‒ производящая функция моментов 

случайной величины X, аргументом которой являет-

ся a . 

Мы получили показательную премию. Показа-
тельная премия не зависит от текущего капитала 

страховщика W , и это согласуется с тем, что полу-
чено нами в пункте а) решения – коэффициент не-
склонности к риску показательной функции полез-
ности является константой. 

Использование функции полезности  u x  при 

выборе наилучшего договора страхования (или от-
каза от страхования вообще) осуществляется сле-
дующим образом. 

Напомним, что w  ‒ начальный капитал страхова-

теля (его уровень благосостояния); БП  ‒ плата за 

страховой полис; X  ‒ наступивший ущерб в тече-
ние действия срока договора (случайная величина, 
имеющая в общем случае определенный закон рас-

пределения ущерба с плотностью  f x . 

Тогда принцип эквивалентности в случае полной 
защиты выражается равенством значений функции 
полезности при страховании (левая часть равен-
ства) и при отказе страхования (правая часть ра-
венства) (так как убытки являются случайной вели-
чиной, мы можем оценить лишь среднее математи-
ческое ожидание функции полезности [2, с. 63]): 

     u w БП M u w x .    

Страхователю выгодно страхование, если 

     u w БП M u w x .    

Если мы имеем договор не полной, а частичной 
защиты, страхователь может еще и оплачивать 

часть убытков X . В этом случае необходимо найти 
математическое ожидание функции полезности от 
остатка от его капитала: 

     ост частич
 M u w M u w БП x .    (10) 

Таким образом, вычислив функцию полезности 
для различных вариантов договоров страхования и 
отказа от страхования вообще, можно выяснить, ка-
кое поведение будет наиболее выгодно страхова-
телю с точки зрения теории полезности. 

Математическое ожидание функции полезности 

 u x  для всех вариантов равно: 

      
b

ост ост
a

M u w u w f x dx.   (11) 

где  f x  ‒ плотность распределения ущерба на 

интервале от a  до b  (если ущерб ограничен, ина-

че b   ); 
остw  ‒ остаток от его капитала по про-

шествии года. 
Прежде всего при решении задач определяются 

граничные условия  u x : 

   minu u w 0 u w    (страхователь не страхо-

вался, убытков не было вообще); 

   max maxu u w X u w b     (страхователь не 

страховался, убытки максимальные). 
Все значения функции полезности должны нахо-

диться в полученных пределах: 

 min maxu u x u .   

Отказ от страхования соответствует функции по-
лезности: 

  M u w x .  

При использовании договора частичного возме-
щения ущерба функция полезности вычисляется от 

остатка капитала 
остw  после уплаты страховой 

премии и убытка, оставленного на собственном 
удержании страхователя. 

Значения функции полезности для различных ва-
риантов договоров страхования определяются со-
гласно условиям договоров – брутто-премиями и 
доле ответственности за риск. 

Максимальное из найденных значений функции 
полезности и укажет на наиболее выгодный для 
страхователя договор. 

Пример 2. Потенциальный страхователь имеет 

капитал w 500 у.е. , использует функцию полез-

ности  u x ln x  для оценки своего выбора. Воз-

можный ущерб по имеющемуся у него объекту 
страхования распределен равномерно на интерва-

ле  0; 400  у.е.  Что ему выгоднее с точки зрения 

функции полезности: 
 а) отказ от страхования; 

 б) договор с полной защитой при страховой премии 

200 у.е. ; 

 в) договор защиты с условной франшизой 

L 50 у.е. . с премией 140 у.е. ; 

 г) договор с безусловной франшизой L 60 у.е.  с 

премией 120 у.е. ; 

 д) договор частичной защиты на следующих условиях: 

полная компенсация ущерба до 200 у.е.  и возмеще-
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ние половины ущерба после 200 у.е.  при страховой 

премии 100 у.е.  

Решение. Необходимо вычислить функцию полез-
ности для различных вариантов договоров страхо-
вания и отказа от страхования вообще и таким об-
разом выяснить, какое поведение будет наиболее 
выгодное страхователю с точки зрения теории по-
лезности. 

Определим граничные условия: 

     maxu u w 0 u w ln 500 6,215      

(убытков не будет вообще); 

     min maxu u w X u w 400 ln 100 4,605       

(убытки максимальные). 
Все значения функции полезности в данной зада-

че должны быть в интервале  

 4,605 u x 6,215.   

Математическое ожидание функции полезности 

 u w  равно (11): 

      
b

ост ост
a

 M u w u w f x dx,   

где  f x  ‒ плотность распределения ущерба на 

интервале от a  до b ; 

остw  ‒ остаток от капитала после уплаты страхо-

вой премии по договору и убытков, оставшихся на 
собственном удержании страхователя. 

По условию задачи ущерб распределен равно-

мерно на интервале  0; 400 , его функция плотно-

сти вероятностей, согласно равномерному закону 
распределения: 

 
1

 f x
400

 . 

И тогда математическое ожидание функции по-
лезности в данной задаче: 

    
400

ост ост
0

1
 M u w u w dx,

400
   

 а) отказ от страхования означает оплату любого 
наступившего убытка из своего капитала, тогда мате-
матическое ожидание функции полезности 

   M u w x .  

В условиях нашей задачи: 

    

 

   

0

400

0

400

0

 M u M u 500 x

0,0025 ln 500 x dx

0,0025 ln 500 x d 500 x 5,617.

  

  

    

 

Значения функции полезности для различных ва-
риантов договоров страхования определяются со-
гласно условиям договора – брутто-премиям и доле 
ответственности за риск. 
 б) в договоре страхования с полной защитой при стра-

ховой премии 200 у.е.  страхователь уменьшит свой 

капитал на брутто-премию 200 у.е. , но зато ему бу-

дут оплачены все наступившие убытки x . 

Капитал к концу срока составит: 

ост w 500 200 x x 300,      

а значение функции полезности: 

 1 u u 300 ln 300 5,704.    

 в) в договоре страхования с условной франшизой 

L 50 у.е.  с премией 140 у.е.  капитал в любом 

случае уменьшится на брутто-премию 140 у.е. , и 

при наступлении малых убытков, не превышающих 
франшизу, на величину этих убытков. Если же 
ущерб превысит франшизу, об будет возмещен пол-
ностью: 

ост

0, x L; 500 140 x,        X 50;
 y  w  

x, x L; 500 140 x x, X 50.

    
  

     
  

Получаем значение функции полезности: 

   

 

50

2
0

400

50

   M u 0,0025 ln 360 x dx

0,0025 ln 360dx

0,0025 290,66 5,886 350 5,877.

  

 

   

 

 г) в договоре страхования с безусловной франшизой 

L 60 у.е.  и премией 120 у.е.  капитал в любом 

случае уменьшится на брутто-премию 120 у.е.  и при 

наступлении малых убытков, не превышающих фран-
шизу, на величину этих убытков. Если же ущерб пре-
высит франшизу, он будет возмещен за вычетом 
франшизы: 

ост

0, x L;        
 y  w

x L, x L;

500 120 x,                  X 60;
 

500 120 x x 60, X 60.


 

 

  
 

    

  

Получаем значение функции полезности: 

ост

0, x L;        
y

x L, x L;

500 120 x,                  X 60;
w

500 120 x x 60, X 60.


 

 

  
 

    

 

   

 

60

3
0

400

60

 M u 0,0025 ln 380 x dx

0,0025 ln 320dx

0,0025 351,4 1961,23 5,782.

  

 

  

 

 д) В договоре страхования с частичной защитой при 

полной компенсации ущерба до 200 у.е.  и возме-

щение половины ущерба после 200 у.е.  при стра-

ховой премии 100 у.е.  капитал в любом случае 

уменьшится на брутто-премию 100 у.е. , и при 

наступлении малых убытков, не превышающих 

200 у.е. , они будут полностью компенсированы. 

Если же ущерб превысит 200 у.е. , он будет воз-

мещен наполовину: 
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ост

0, x 200;        
 y  

x / 2, x 2000;

500 100 x x,  
X 200;

w  x
X 200.500 100 x ,

2


 



  


 
  



  

Получаем значение функции полезности: 

 

 

200

4
0

400

200

 M u 0,0025 ln 400dx

x
0,0025 ln 400 dx

2

0,0025 1198,29 1102,94 5,753.

 

 
   

 

  

 

Теперь сравним полученные результаты и выбе-
рем условия с максимальной функцией полезности 
(табл. 2). 

Таблица 2 

СРАВНЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ 
ПОЛЕЗНОСТИ ДЛЯ РАЗНЫХ СЛУЧАЕВ 

Граничные условия Значение функции полезности 

Нет убытков minu  6,215 

Убытки max  maxu  4,605 

Договор страхования - - 

Отказ от страхования 0u  5,617 

Полная защита 1u  5,704 

Условная франшиза 2u  5,877 

Безусловная франшиза 3u  5,782 

Частичная защита 4u  5,753 

Как видим, небольшое преимущество у договора с 
условной франшизой. Самым невыгодным из рас-
смотренных является договор полной защиты – ви-
димо, за счет слишком высокой премии. Однако 
любой из предложенных договоров являются более 
выгодными для страхователя, чем отказ от страхо-
вания с точки зрения функции полезности. 

Ответ: согласно теории функции полезности страхо-
вателю выгоднее оформить любой из предложенных 
страховщиком видов договоров страхования, чем от-
казаться от страхования вообще. Однако самым вы-
годным является договор с условной франшизой. 

Таким образом, применение функции полезности 
в актуарных расчетах позволяет выработать стра-
ховщику и страхователю взаимовыгодные страте-
гии, что очень важно для процесса страхования. 
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Авторами выбрана актуальная тема исследования в свете 

«Стратегии развития страховой деятельности в РФ на период до 
2020 г.» и последних (с 2013 г.) нормативно-правовых документов 
Центрального банка РФ ‒ единого мегарегулятора финансового 
рынка. Авторы статьи, имея постоянные публикации в учебно-
монографической и методической литературе, четко выразили 
свою позицию о необходимости целенаправленной политики в об-
ласти оптимизации процесса взаимодействия страховщик ‒ стра-
хователь. 

С помощью математического аппарата, в частности, через функ-
цию полезности, показаны механизмы выбора оптимальных дей-
ствий страховщика и страхователя, и, что самое главное, ‒ приве-
дена математическая модель процесса прихода страховщика и 
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